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ЗАДАНИЕ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 1-ГО ПОРЯДКА 
ВЕКТОРНОЗНАЧНЫМИ ФОРМАМИ 2-ГО ПОРЯДКА 

 
Аффинная связность задается векторами 2-го порядка, названными го-

ризонтальными. Для аффинной связности 1-го порядка введены вертикаль-
ная и горизонтальная формы 2-го порядка. Доказано, что симметрическая 
аффинная связность в расслоении касательных линейных реперов определя-
ет вертикальный линейный оператор (вертикальную вертикальнозначную 
форму 2-го порядка аффинной связности 1-го порядка) из касательного про-
странства 2-го порядка в касательное пространство 1-го порядка к многооб-
разию. Показано, что аффинная связность в расслоении касательных линей-
ных реперов определяет линейный оператор из кокасательного пространст-
ва 1-го порядка (пространства форм степени 1) в кокасательное простран-
ство 2-го порядка. Доказано, что аффинная связность в расслоении каса-
тельных линейных реперов определяет горизонтальный линейный оператор 
(горизонтальную горизонтальнозначную форму 2-го порядка аффинной 
связности 1-го порядка) в касательном расслоении 2-го порядка. Показано, 
что второй (обычный) дифференциал точки многообразия можно предста-
вить в виде суммы вертикального и горизонтального проекторов. 

 
Affine connection is given by 2nd order vectors called horizontal. Vertical 

and horizontal forms of 2nd order are entered for 1st order affine connection. It is 
proved that symmetric affine connection in the bundle of tangent linear frames 
defines vertical linear operator (a vertical vertical-valued form of 2nd order for 1st 
order affine connection) from 2nd order tangent space into 1st order tangent 
space to a manifold. It is shown that affine connection in bundle of tangent lin-
ear frames defines linear operator from 1st order cotangent space (space of forms 
of degree 1) in cotangent space of 2nd order. It is proved that affine connection in 
bundle of tangent linear frames defines horizontal linear operator (2nd order hor-
izontal horizontal-valued form of 1st order affine connection) in 2nd order tan-
gent bundle. It is shown that the second usual differential of a point of a mani-
fold it is possible to present as sum of vertical and horizontal projectors. 
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тельное и кокасательное расслоения 2-го порядка. 
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1. Базисные и слоевые координаты на многообразии 
 
Рассмотрим m-мерное гладкое многообразие mX  и некоторую окре-

стность, в которой текущая точка определяется локальными координа-
тами ix ),1...,,,( mkji = . Структурные формы iω  многообразия mX  удо-

влетворяют уравнениям i
jD ω∧ω=ω ji , где 

ji
j

i dxx=ω , ki
jk

i
k

k
j

i
j xdxx ω−−=ω

∗
 ( 0)det( ≠i

jx , i
kj

i
jk xx = ). 
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Переменные i
jx , i

jkx  называются слоевыми координатами [5, с. 149] на 

многообразии mX . Будем считать, что i
jx  — слоевые координаты 0-го 

порядка, i
jkx  — слоевые координаты 1-го порядка.  

Деривационная формула нулевого порядка, то есть выражение для 
дифференциала точки M  многообразия mX , имеет вид [1; 9] 

 i
idM εω= , (1) 

где iε  — базисные векторы касательного векторного пространства mTX  
в точке М. Дифференциальные 1-формы iω  образуют кобазис, сопря-
женный к подвижному (неголономному) базису }{ iε , то есть i

jj
i δ=εω )( . 

Слоевые формы i
jω  на базисных касательных векторах дают слоевые 

координаты 1-го порядка: i
jkk

i
j x−=εω )( . 

Замечание 1. Относительно натурального (голономного) репера 

}{ i∂  векторы iε  раскладываются по формуле j
j
ii x ∂=ε

∗
, где ii x∂

∂
=∂ , по-

этому в натуральном репере деривационная формула 0-го порядка 
принимает следующий вид: i

idxdM ∂= . 
 

2. Тангенциальнозначные формы и их дифференцирования 
 

Из деривационной формулы (1) видим, что dM  можно рассматри-
вать как векторнозначную 1-форму со значениями в касательном про-
странстве mXT , то есть тангенциальнозначную 1-форму. Обозначим 
множество всех тангенциальнозначных 1-форм со значениями в каса-
тельном пространстве 1-го порядка mXT  через )( mTX1

1
1 Ω=Ω . 

В общем случае )( m
p

q
p
q XTΩ=Ω  — множество всех векторнозначных 

q-форм со значениями в касательном пространстве m
pXT  p-го порядка. 

Также будем изучать множество )(// m
p

r
p

r XTΩ=Ω  векторнозначных форм 

порядка r со значениями в касательном пространстве m
pXT  порядка p. 

При рассмотрении множества )( m
p

q
p
q XTΩ=Ω  мы указываем только 

степень q формы, но не порядок формы, подразумевая, что присутст-
вуют лишь дифференциалы 1-го порядка. При рассмотрении множест-
ва )(// m

p
r

p
r XTΩ=Ω  мы указываем только порядок r формы, но не сте-

пень формы, считая, что внешние произведения отсутствуют. Случаи 
0p =  и 0q =  не исключаются из рассмотрения, в частности 

)(1
0
1 RΩ=Ω — множество всех обычных дифференциальных 1-форм, 

))((0
1
0 mXTΩ=Ω — тангенциальнозначных 0-форм (касательных векто-

ров): 1
0 .mTXΩ =  Формы степени 1 и формы порядка 1 суть одно и тоже, 

то есть 0 0
1 /1 .mT X∗Ω = Ω =  

 

26 26 



Задание аффинной связности 1-го порядка векторнозначными формами 2-го порядка 

Также можно использовать обозначения 

m
p

m
r

m
p

r
P
/r XTXTXT ⊗=Ω=Ω ∗)(/ , 

где ∗∗ ==Ω )( m
r

m
r0

/r XTXT  — множество дифференциальных форм поряд-

ка r, не совпадающее с пространством m
rr

mm
r TXXTXT ∧== ∗∗ )(  форм 

степени r, то есть ∗∗ ≠ )()( m
rr

m XTXT . 
Значок тензорного умножения в выражении (1) будем опускать (см., 

напр.: [7, с. 290]), считая e e e⊗ω= ω = ω . 
Действуя формой i

idM ωε=  на касательные векторы ,jε :j
j mu u TX= ε ∈  

 jj
i

ijdM ε=εωε=ε )()( , uuuudM j
j

j
ij

i =ε=εωε= )()( , 

видим, что она соответствует тождественному преобразованию каса-
тельного пространства mTX , то есть 

mTXiddM = , следовательно, она яв-
ляется канонической формой [4, с. 118], формой смещения [2, с. 117], или 
структурной формой касательного расслоения [3, с. 48]. 

Аналогично, действуя формой (1) на ковекторы jω , m
j

j XTdxa ∗∈=ω  и 

считая, что )()( ii εω=ωε , получим 

j
i

jij
i

ijdM ω=εω⋅ω=ωεω=ω )()()( , 

ω=∂⋅ω=ε⋅ω=ε⋅ω=ω )()()()( k
jk

ij
i

i
j

j
ij

ij
i dxxadxadxadM , 

то есть видим, что она соответствует тождественному преобразованию 
кокасательного пространства mXT ∗ , то есть 

mXT
iddM ∗= . Таким образом, 

можно отметить двойственный характер действия векторнозначных 
форм 1-го порядка )(1

1
1 mTXΩ=Ω∈εω=Ω : они действуют как в про-

странстве векторов mTX , так и в пространстве ковекторов mXT ∗ , то есть 

mm TXuuTXu ∈ω⋅ε=Ω→∈εω=Ω )()(: , 

mm XTXT ∗∗ ∈εθ⋅ω=θε⋅ω=θΩ→∈θωε=Ω )()()(: . 

Замечание 2. В [8] подчеркивется, что и связности, и многие объек-
ты на многообразиях струй выражаются через тангенциальнозначные 
дифференциальные формы, которыми легко оперировать. Эти формы 
составляют основу применяемой в книге [8] математической техники. 

На дифференциальных формах помимо внешнего дифференциала 
также может действовать обычный дифференциал [12, p. 386].  

Если i
iεω=ω  — векторнозначная (тангенциальнозначная) 1-форма, 

то тогда: 
1) внешний дифференциал D  действует следующим способом:  

ω:D )(1
1
1 mTXΩ=Ω∈ i

ii
i dDD ε∧ω−ωε=ω→ )( 2

2
2
2 mXTΩ=Ω∈ ; 

 

27 27 



К. В. Полякова 

2) обычный дифференциал d  действует следующим способом: 

ω:d )(1
1
1 mTXΩ=Ω∈ i

i
i

i ddd ωε+ωε=ω→ )( 2
2/

2
2/ mXTΩ=Ω∈ . 

При этом iε  считаются подвижными. Внешние дифференциалы 
0
2Ω∈ωiD  представляют собой 2-формы, то есть формы степени 2; обыч-

ные дифференциалы 0
2/Ω∈ωid  — это формы порядка 2; векторы 

)( mi TX0
1
0 Ω=Ω∈ε  считаются подвижными. 

Видим, что при внешнем дифференцировании векторнозначной 
формы увеличивается степень дифференциальной формы (но не по-
рядок) и порядок касательного пространства, в котором она принимает 
значения, поскольку дифференцируется 1-формы iω  и 0-формы iε . 
При обычном дифференцировании векторнозначной формы увеличи-
вается порядок дифференциальной формы (но не степень) и порядок 
касательного пространства, в котором она принимает значения. Внеш-
нее дифференцирование векторнозначной формы в ковариантном ме-
тоде является плодотворным. Обычное дифференцирование векторно-
значной формы может служить для описания геометрии Шварца 2-го по-
рядка [11]. 

Замечание 3. Современный контравариантный метод использует 
следующий способ внешнего дифференцирования векторнозначной 
формы:  

ω= :1dD )(1
1
1 mTXΩ=Ω∈ i

iDd ωε=ω→ )(2
1
2 mTXΩ=Ω∈ , 

при этом векторы iε  считаются неподвижными. В этом случае увеличи-
вается только степень формы, но не порядок касательного пространст-
ва, в котором она принимает значения. 

Дифференцируя внешним образом форму (1) и разрешая по лемме 
Картана, получим деривационную формулу 1-го порядка 

 ij
j

i εω=ε∆ , (2) 

где оператор ∆  действует по закону 
j
ijii d ωε−ε=ε∆ . 

Новые векторы ijε , принадлежащие касательному пространству  

2-го порядка m
2XT  в точке М, симметричны 0][ =ε ij . 

Векторы ijε  являются пфаффовыми (неголономными) производны-

ми векторов iε , то есть ijij ε∂=ε
ω

 [3, с. 67], причем 

 l
l
k

k
ijkl

l
j

k
iij xxxx ∂+∂=ε

∗∗∗
, (3) 

где jiij xx ∂∂
∂

=∂ . 
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Утверждение 1. Тензорный закон (2) для базисных касательных векторов iε  
в корепере }{ iω  эквивалентен выражению (3) для пфаффовых производных ijε  

в корепере }{ idx  через операторы частных дифференцирований 1-го и 2-го по-

рядков и слоевые координаты i
jk

i
j xx , . 

Доказательство. Действуя отображением (2), задаваемым дериваци-
онными формулами 1-го порядка, на векторы jε , получим ijjid ε=εε )( , 

где k
k
ijijij x εε=ε −  — адаптированные пфаффовы производные, причем 

iij j
ε∂=ε ε , кроме того, iji j

d ε∂=εε ε)(  [6]. � 

 
3. Кокасательное пространство 2-го порядка 

 
Дифференцируя форму (1) обычным образом, получим форму  

 ij
ji

i
i
j

jidMd εωω+εωω+ω= )(2 , (4) 

показывающую, что касательное пространство 2-го порядка m
2XT  в точ-

ке М натянуто на векторы iε , ijε , то есть 

2 span( , )m i ijT X = ε ε , 2 1dim ( 3)
2mT X m m= + . 

Пространство m
2XT  обобщает соприкасающуюся плоскость кривой 

трехмерного пространства, поэтому его также называют соприкасаю-
щимся пространством.  

Из выражения (4) видно, что второй обычный дифференциал точки — 
это векторнозначная форма кокасательного пространства 2-го порядка 

m
2 XT ∗  со значениями в касательном пространстве 2-го порядка m

2XT , 
то есть 

)(2/
2

m
22

/2 XTMd Ω=Ω∈ . 

Выражение для 2-го обычного дифференциала точки M многообра-
зия относительно натуральных репера и корепера принимает вид 

ij
ji

i
i dxdxxdMd ∂+∂= 22 . 

Известно [10; 11], что },{ 2 jii dxdxxd  — натуральный корепер кокаса-

тельного пространства 2-го порядка m
2

m
2 XTXT ∗∗ =)( , },{ iji ∂∂  — нату-

ральный корепер касательного пространства 2-го порядка m
2XT . Будем 

полагать, что выполняются ненулевые условия сопряженности для ко-
векторов и векторов 2-го порядка 

i
jj

ixd δ=∂ )(2 , 
1( ) ( )
2

j j ji i i
kl k l l kdx dx ∂ = δ δ + δ δ . 
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Из второго дифференциала (4) точки M видно, что репер },{ iji εε  и 

корепер },{ jii
j

jid ωωωω+ω  — сопряженные. Действительно, условия 
сопряженности для произвольных (неголономных, то есть не являю-
щихся натуральными) базиса и кобазиса имеют вид 

i
jj

i
k

kid δ=εωω+ω ))(( , 
1( )( ) ( )
2

j j ji i i
kl k l l kωω ε = δ δ + δ δ ,

 

0))(( =εωω+ω ij
i
j

jid , 0))(( =εωω k
ji . 

Тогда iiMd ε=ε )(2 , то есть 
mTXidMd =2 ; кроме того, ijijMd ε=ε )(2 , то 

есть 
mXT

idMd 2
2 = . Форма смещения Md2  соответствует тождественному 

преобразованию касательного пространства 2-го порядка mXT 2 , а так-

же его подпространства mTX . Аналогично, действуя формой смещения 

Md2  на ковекторы 2-го порядка, видим, что она соответствует тождест-
венному преобразованию кокасательного пространства 2-го порядка 

m
0
/2 XT ∗=Ω 2 , то есть 

mXT
iddM ∗= 2 . Считаем при этом, что )()( εω=ωε . Та-

ким образом, можно отметить двойственный характер действия век-
торнозначных форм 2-го порядка: они действуют как в пространстве 
векторов 2-го порядка mXT 2 , так и в пространстве ковекторов 2-го по-

рядка mXT ∗2 . В случае векторнозначной формы / / ( ),p p
r r me T XΩ = ω∈Ω = Ω  

принимающей значения в m
pXT , имеем 

m
p

m
r XTueuXTue ∈ω⋅=Ω→∈ω=Ω )()(: , 

m
r

m
p XTeeXTe ∗∗ ∈θ⋅ω=θ⋅ω=θΩ→∈θω=Ω )()()(: . 

Вычисляя обычные дифференциалы от форм i
j

i ωω , , получим сле-
дующие формы 2-го порядка: 

ji
j

kji
jk

ji
j

i xdxxd 2+ωω−ωω−=ω , 

2 22

(2 ) .

i k i l k i k i k i i k l
j j k jk l jk j k jk l

s i i i s k l
jk sl jkl js kl

d x x d x x x d x

x x x x x

∗

ω = ω ω + ω ω −ω ω − − +

+ − + ω ω
 

Кроме того, 
i
jkjk

i xd =εω ))(( , i
jj

id δ=εω ))(( , i
jkk

i
j xd −=εω ))(( , k

qp
i
jkpq

i
j xxd =εω ))(( . 

Утверждение 2. Для базисных касательных векторов 1-го и 2-го порядка 
}{ iε=ε , }{ ijε=ε′  справедливы равенства )(εε′=ε′∂ε d , )(2 ε′ε=ε∂ε′ d . 
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Доказательство. Действительно, вычисляя pqi
ε∂ε  или действуя ли-

нейным отображением pqdε  на касательные векторы iε , получим рав-
ные выражения 

kl
k
j

l
i

j
pqjkl

l
i

k
q

j
ppq xxxxxx

i
∂+∂=ε∂

∗∗∗∗∗

ε , 

( ) ( )j j j j jk k
pq i pqi j pqi j kq pi pk qi jq pi pj qid x x x x x x xε ε = ε − ε + ε + − ε − ε . 

Вычисляя ipq
ε∂ε  или действуя линейным отображением id ε2  на со-

прикасающиеся векторы pqε , получим равные выражения 

lk
k
j

l
i

j
pqljk

l
i

k
q

j
pi xxxxxx

pq
∂+∂=ε∂

∗∗∗∗∗

ε , 
2 ( ) ( )j j j j jk k

i pq ipq j ipq j kq ip kp iq jq ip jp iqd x x x x x x xε ε = ε − ε + ε + − ε − ε . � 

 
4. Горизонтальные векторы 2-го порядка 

для аффинной связности 1-го порядка 
 

Внося формы ki
jk

i
j

i
j ωΓ−ω=ω~  аффинной связности i

jkΓ  в уравнения 

(2) для векторов iε , получим ij
j

i ε∇ω=ε∇ , где ковариантный диффе-
ренциал и ковариантные производные выражаются по формулам 

j
ijii d ωε−ε=ε∇ ~ , k

ijkijij Γε+ε=ε∇ . 

Дифференцируя векторы k
ijkijij Γε+ε=ε~ , имеем 

 ij∆ε )()( lk
l
ijijk

kk
ij

k
ijk εΓ+εω+ω+∆Γε= . (5) 

Если функции i
jkΓ  удовлетворяют известным уравнениям 

 li
jkl

i
jk

i
jk ωΓ=ω+∆Γ , (6) 

то уравнения (5) принимают вид 

ijε∆
~ )( lk

l
ijijk

l
ijkl

k εΓ+ε+Γεω= . 

Видно, что при условии (6) векторы ijε~  относительно инвариантны 
(так как неподвижны при фиксации точки mXM ∈ ), а следовательно, 

соответствуют контравариантному заданию аффинной связности i
jkΓ . 

Хотя векторы k
ijkijij Γε+ε=ε~  заданы в касательном пространстве 2-го по-

рядка, но задают аффинную связность 1-го порядка; k
ijkij Tε=ε 2

1
][

~ .  
При контравариантном способе задания аффинной связности в 

расслоении линейных реперов )( mXL  требуется инвариантность гори-
зонтальных векторов (подпространств) относительно правых сдвигов в 
случае касательных векторов к расслоению )( mXL . Однако, если зада-
вать горизонтальные векторы в соприкасающемся пространстве к мно-
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гообразию mX , то инвариантность относительно правых сдвигов не 
требуется. Таким образом, если исходить из касательных векторов 2-го по-
рядка к многообразию, то условие инвариантности горизонтальных 
подпространств относительно действия группы не нужно. 

Вычисляя повторные ковариантные производные, получим 

l
l
ijkil

l
jkijk RT ε+ε=ε∇∇ ~2 ][ , 

то есть тензоры кручения l
jkT  и кривизны l

ijkR  являются горизонталь-
ной и вертикальной составляющими альтернированных повторных 
ковариантных производных касательных векторов (ср.: [2, с. 121]). 

Определение 1. Векторы k
ijkijij Γε+ε=ε~  назовем горизонтальными 

векторами 2-го порядка для аффинной связности 1-го порядка, а подпро-
странство )~(2

ijm spanXHT ε=  пространства mXT 2  горизонтальным (осна-
щающим [9]) пространством в точке М. 

В силу инвариантности векторов ,iε  а также ijε~ , касательное про-
странство 2-го порядка в точке М распадается в прямую сумму 

mmm XHTTXXT 22 ⊕=  

горизонтального пространства и касательного пространства mTX , ко-

торое будем обозначать mm XVTTX 2=  и называть вертикальным про-

странством в касательном пространстве 2-го порядка mXT 2  в точке М.  

 
5. Горизонтальная и вертикальная формы 2-го порядка 

для аффинной связности 1-го порядка 
 

Выражение 2-го дифференциала (4) с помощью горизонтальных 
векторов ijε~  приведем к виду 2 2 ,ji i

i ijd M = ω ε +ω ω ε   где формы 2 i idω = ω +  
j ji i k

j jk+ω ω − Γ ω ω  будем называть горизонтальными формами 2-го порядка 
аффинной связности 1-го порядка. Это формы из кокасательного про-
странства 2-го порядка, то есть )(~ 22

m
i XT ∗∈ω . 

Определение 2. Назовем векторнозначную форму i
i

v
εω=ω ~~ 22  верти-

кальнозначной формой 2-го порядка аффинной связности 1-го порядка, век-
торнозначную форму ij

ji
h

εωω=ω ~~2  — горизонтальной горизонтальнознач-
ной формой 2-го порядка аффинной связности 1-го порядка.  

По структуре форм видно, что вертикальнозначная форма связно-
сти принадлежит множеству векторнозначных форм 2-го порядка со 
значениями в касательном пространстве 1-го порядка mTX , то есть 

)(~~
2/

1
2/

22
mi

i
v

TXΩ=Ω∈εω=ω , 
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а горизонтальная форма связности принадлежит множеству векторно-
значных форм 2-го порядка со значениями в касательном пространстве 

2-го порядка mXT 2 , то есть )(~~ 2
2/

2
2/

2
mij

ji
h

XHTΩ=Ω∈εωω=ω . 

Для симметричной связности вертикальнозначная форма i
i

v
εω=ω ~~ 22  

является вертикальной. Действительно, рассматривая действие верти-
кальных форм связности iω~2  на горизонтальных векторах ijε~  видим 

i
jk

i
jkjk

i T2
1

][
2 )~(~ =Γ=εω , 

то есть вертикальные формы связности iω~2  аннулируются горизон-
тальными векторами ijε~ , если связность — симметрическая.  

Вычислим действие вертикальной i
i

v
εω=ω ~~ 22  и горизонтальной 

ij
ji

h
εωω=ω ~~2  форм связности на произвольном касательном векторе 2-го по-

рядка i
i

ij
ij uuU ε+ε= : 

,)())(()(~)(~
)(

2
122 vi

jk
jki

i
i
kj

i
jk

jki
ii

i
ij

iji
i

v
UuuuuuuU

i
kj

i
jk

=Γ−ε=Γ+Γ−ε=ε+εωε=ω
Γ=Γ

 

h
ij

ij
i

i
ij

ijji
ij

h
UuuuU =ε=ε+εωωε=ω ~)(~)(~2 , 

VuV i
ii

i

v
=εωε=ω )(~)(~ 22 , 0)~(~)(~

2
122

i
kj

i
jk

i
jki

jkij
iji

i

v
uTuH

Γ=Γ

=ε=εωε=ω , 

HuH ij
ijji

ij

h
=εωωε=ω )~(~)(~2 , 0)(~)(~2 =εωωε=ω i

iji
ij

h
uV , 

то есть вертикальная и горизонтальная формы связности — проекторы. 
Определение 3. Векторы 

2 ( ) ( ) ,
v

jki i v
i jkU u u Uω = ε − Γ = 2 ( )

h
ij h

ijU u Uω = ε =   

назовем вертикальной и горизонтальной проекциями вектора 2-го порядка 

mi
i

ij
ij XTuuU 2∈ε+ε= . 

Утверждение 3. Симметрическая аффинная связность в расслоении ка-
сательных линейных реперов определяет вертикальный линейный оператор  

2 2 2 2:
v

i
i m m mT X VT X TXω= ε ω → =   

из касательного пространства 2-го порядка в касательное пространство 1-го по-
рядка, сопоставляющий вектору mXTU 2∈  его вертикальную составляющую 

vU  [10; 11]. Этот оператор: 
1) является проектором; 
2) аннулирует все горизонтальные векторы ij

ij euH ~= : 2 ( ) 0
v

Hω = ; 

3) при его ограничении на вертикальное подпространство mm XTXVT =2  
является тождественным отображением. 
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Таким образом, ядро и образ оператора 2 2
v

i
iω= ε ω   — горизонталь-

ное 2 span( )m ijHT X = ε  и вертикальное 2 span( )m m iVT X TX= = ε  подпро-

странства пространства 2 ,mT X  то есть 2 2Ker( ) ,
v

mHT Xω =  2 2Im( ) ,
v

mVT Xω =  

при этом 2 2Ann( )
v

mHT X = ω . 

Утверждение 4. Аффинная связность в расслоении касательных линей-
ных реперов определяет линейный оператор 

2 2 2:
v

i
i m mT X T X∗ ∗ω = ω ε →   

из кокасательного пространства 1-го порядка (пространство форм степени 1) 
в кокасательное пространство 2-го порядка (пространство форм порядка 2, 
которые также называются кодиффузорами [11, p. 408]). 

Доказательство. При отображении 2
v
ω  форма m

i
i XTa ∗∈ω=ω  пере-

водится в форму 2-го порядка 

2 2 2 2 2( ) ( ) ( )
v

i i i
i i i ma T X∗ω ω = ω ε ω = ωω ε = ω ∈    . 

Считаем при этом, что )()( ii εω=ωε . Если m
i

i XTdxa ∗∈=ω , то 

2 2 2( ) ( ) ( )
v

i i
i iω ω = ω ε ω = ωω ε =   2 2j i

j i ma x T X
∗

∗⋅ ω ∈ . � 

Утверждение 5 (ср.: [7, с. 298]). Аффинная связность в расслоении ка-
сательных линейных реперов определяет горизонтальный линейный оператор 

2
h

ji
ijω= ωω ε  mm XHTXT 22: →  

в касательном расслоении 2-го порядка, сопоставляющий вектору mXTU 2∈  

его горизонтальную составляющую hU . Этот оператор: 
1) является проектором; 
2) аннулирует все вертикальные векторы i

ivV ε= : 2 ( ) 0
h

Vω = ; 

3) при его ограничении на горизонтальное подпространство mXHT 2  яв-
ляется тождественным отображением. 

Таким образом, ядро и образ оператора 2
h

ji
ijω= ωω ε   — вертикальное 

2 span( )m m iVT X TX= = ε  и горизонтальное 2 span( )m ijHT X = ε  подпро-

странства касательного пространства 2-го порядка mXT 2 , то есть 

2 2Ker( )
h

m mVT X TXω = = , 2 2Im( )
h

mHT Xω = , 

при этом 2 2Ann( )
h

mVT X = ω . 
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Предложение. Форму Md2  можно разложить в сумму вертикального 
v
ω~2  и горизонтального 2

h
ω  проекторов: 2 2 2

v h
d M = ω+ ω  . 

Замечание 4. В натуральных реперах и кореперах имеем 
а) в индексном виде ij

ji
i

i dxdxMd ε+∂ω= ~~22 , где 

kji
jk

ii dxdxxd Γ−=ω 22 ~ , k
k
ijijij ∂Γ+∂=ε~ ; 

б) в безындексном виде 2 2 2
v h

d M = ω + ω  , где 
2 2( )

v
ji i k

jk id x dx dxω= − Γ ∂ , 2 ( )
h

ji k
ij ij kdx dxω= ∂ + Γ ∂ . 
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